
1. Доказательство:
Например, если выбраны все нечетные числа и число 4, то среди них нельзя найти два числа, одно 

из которых в два раза больше второго.
Что и т ребовалось доказат ь .
2. Доказательство:
Как известно, натуральное число имеет нечетное количество делителей тогда и только 

тогда, когда является точны м квадратом. Пусть на доске были записаны  числа а и Ъ. Если никто из 
мальчиков не ош ибся, то числа а, Ъ и аЪ имею т соответственно 99, 100 и 2019 делителей. 
Получаем, что числа а и аЬ являю тся точными квадратами, а число Ъ -  не является. Но при 
умножении точного квадрата на число, не являю щ ееся точным квадратом , не может получиться 
точный квадрат. П ротиворечие. С ледовательно, хотя бы один из м альчиков ошибся.

Что и т ребовалось доказат ь .
3. Решение:
Пусть прямая пересекает оси О Х  и О У  соответственно в точках А  (я; 0) и В  (0; Ь). Тогда

площ адь треугольника А О В  равна - А О - О В .  Запиш ем уравнение прямой в виде y  = kx + b . Из

условия следует, что к > 0 . П одставим в это уравнение координаты  точки М: 2 = -2 к  + Ь . откуда 

Ъ = 2 + 2 к .
У равнение прямой примет вид у  = кх + 2 + 2 к . П одставим  в это уравнение координаты 

точек А и В.
2к + 2 2

0 = ка + 2 + 2 к , откуда а = ------ -—  = -2  -  - .
к к

Ь - к - 0  + 2 + 2к = 2 + 2 к .
2

В треугольнике А О В  катет АО=\а\ = 2 + ~ ,  катет В О  =  \b\ - 2  + 2 к .

Получаем

SMOT= ^ 0 . 5 0  = i ( 2  + | ] - ( 2  + 2*) = (l + l ) . ( 2  + 2 t)= 2  + 2* + | + 2 = 4 + 2 .[*  + I

Согласно известному неравенству Коши: к + — > 2  для полож ительных к. Поэтому
к

S  = 4  +?[/<:+ — |> 4  + 2- 2 = 8. М инимальное значение площ ади треугольника АОВ равно 8. мой ^  к J

Ответ: 8 к в . ед.
4. Д о ка за т ельст во :  В
Так как АС=2А В. то Z B C A = 30C. Тогда ZB A C =60°.

Так как AL -  биссектриса угла А, то ZK A H =30°. Тогда 
Z A K H -6 0 0.

Z B K L =Z A K H =60°. В треугольнике ALC углы LAC 
и LCA равны по 30°. Тогда Z A L C = 1 80о-3 0 ° -3 0 о=120°. и 
Z B L K =180°-120°= 60o.

В треугольнике BKL утлы BLK и BKL равны по 
60°. Следовательно, данный треугольник равносторонний.

Чт о и т ребовалось доказат ь.
5. Доказательство:
Соединим отрезками середины противополож ны х сторон. В итоге исходный квадрат 

окажется разбиты м на 4 квадратика, со сторонами в 2 раза меньш ими сторон исходного квадрата. 
Заметим, что хотя бы в одном из квадратиков окажется не менее 5 м уравьев (границы квадратика
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считаем «территорией» данного квадратика). В противном случае, общее количество муравьев в 
исходном  квадрате будет не более, чем 4 х 4 = ] 6 .

Наибольшее из расстояний между муравьями в таком квадратике не превысит диагонали 
лого квадратика, а это и есть половина диагонали исходного квадрата.

Что и требовалось доказать .
6. Решение:

^Перепишем данные равенства в виде a + b = 5 - a b ,  а 2 + b2 = 15 -  а2Ь2 Тогда 
{ч + Ь) = (5 - a b f .  а2 + 2аЬ + Ь2 = 2 5 -1  Oab + a 2b2, \ 5 - a 2b2 +2аЬ = 25-\0аЬ + а 2Ь2.

2" V -> 2^  + 10 = °; о 2А2 -  6ab + 5 = 0; а 2Ьг - a b - 5 a b  + 5 = 0;
■ *) О~ 0;  { a b - \ \ a b - 5 ) =  0.  Откуда ab=] или ab=5.

 ̂ Заметим, что если ab=5, то = 25 и из второго равенства условия следует, что
а + Ь = - 1 0 ,  что невозможно. Итак, ab= 1.

Ответ: 1.



1. Решение:
Из данного квадрата можно вырезать 8 попарно различных прямоугольников и квадратов 

следующим образом:
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1 1 1 1 1 1
5 5 2 2 2 2
5 5 3 3 3 4
5 5 6 6 7 7
5 5 6 6 8 8
5 5 6 6 8 8

Проведем оценку количества фигур, исходя из того, что фигуры должны быть попарно различными: 
1x1,  1 x 2 ,  1 x 3 ,  1 x 4 ,  2 x 2 ,  1 x 5 ,  1 x 6 ,  2 x 3 .  Всего 8 фигур, которые занимают 31 клетку. Больше 
фигур, удовлетворяющих условиям задачи, вырезать невозможно. На рисунке показано, как вырезать 
прямоугольники и квадраты 1x1,  1 x 2 ,  1 x 3 ,  1 x 4 ,  2 x 2 ,  2 x 5 ,  1x 6 ,  2 x 3 .

2. Решение:
При решении задачи удобно использовать следующую известную теорему:
Пусть натуральное число п имеет следующее разложение на простые множитель 

n = р jfl| • P i 1 ' . . . 'Р к°к , где pi, pj, ...,ph -  различные простые делители числа п. Тогда количество 

делителей числа п (обозначается d(n)) выражается формулой d (n )  = (а ] + 1 ) (а 2 + + 1). Например,

24 = 2° • З1, тогда d ( 24) = (3 + 1)(1 + 1) = 8. Действительно, число 24 имеет 8 делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 
12, 24.

Пусть л -  натуральное число, имеющее 72 делителя (из которых не более трех простых) и при этом 
кратное 2020. Заметим, что 2020 = 2 2 - 5 -101. Тогда требуемое число п имеет ровно три простых делителя 
(2, 5 и 101) и разложение числа п на простые множители имеет вид: 2020 - 2 а ■5Ь - Ю Г , где а>  2 .

Итак, имеем: (а  + !)(& + 1)(с + 1) = 72 , где я + 1 > 3 .  Заметим что (b + 1)(с +1) > 2 • 2 = 4 , тогда 
67 + 1 <18.  С учетом этих требований рассмотрим различные способы представления числа 72 в виде 
произведения трех множителей (считаем, что порядок множителей имеет значение). Эти способы 
сгруппируем по возрастанию значений множителя а+1: 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18.

1) 72 = 3-24 = 3- 2-12 = 3- 3- 8 = 3- 4- 6 = 3- 6- 4 = 3- 8- 3 = 3-12-2 -  получаем 6 способов;
2) 72 = 4-18 = 4- 2- 9 = 4- 3- 6 = 4- 6- 3 = 4- 9-2 -  4 способа;
3) 72 = 6-12 = 6- 2- 6 = 6- 3- 4 = 6- 4- 3 = 6- 6- 2 -  4 способа;
4) 72 = 8- 9 = 6- 3- 3 - 1  способ;
5) 72 = 9- 8 = 9- 2- 4 = 9- 4- 2 -  2 способа;
6) 72 = 12-6 = 12- 2- 3  = 12- 3-2  - 2  способа;
7) 72 = 18-4 = 18- 2- 2  - 1  способ.
Всего получаем 6+4+4+1+2+2+1=20 способов. Соответственно получаем 20 чисел, 

удовлетворяющих условию задачи.
Ответ-. 20 чисел.
Я. Решение
В уравнение j \ y  + / (х)) = ]  (Л') + 2 /  (1 -  х) + у  + 2х подставим вместо у  выражение х -  / (х ) . 

Получаем / (х -  / ( х )  + f { x ] )  = f i x )  +- 2 / (  1 -  я*) + х -  / ( х )  + 2х  (1). / ( х )  = 2 /(1  -  х)  + Зх (2). Далее в 

уравнение (2 ) вместо х подставим 1-х: / ( ]  -  х) = 2 / (1 -  (1 -  х)) + 3(1 -  х ) . /(1  -  х) -  2/ (х) + 3 -  Зх (3). 

Подставим выражение для / ( i - x )  из (3) в уравнение (2):

/ ( х ) = 2 (2 /(  х ) + 3 -  Зх) + Зх ; / ( х )  = 4 / ( х ) + 6 -  6х + Зх ;

/ ( х ) = х -  2.  Проверка показывает. что данная функция 
удовлетворяет исходному уравнению.

Ответ: f { x )  = х -  2 .
4. Доказательство:
Так как трапеция ABCD вписана в окружность, то AB=CD.

Пусть R -  радиус окружности. Тогда В С  = R , AD  — 2 R . Пусть

-'7 /1 . \ \

i>
\ “ /



точка Р -  середина AD  и центр описанной окружности. Тогда PB=PC=BC=:R и высота ВН трапеции равна

Лл/з
высоте равностороннего треугольника РВС со стороной R. В Н  — —- — .

Далее А Н  =  , А В  = -УА Н 2 +  В Н 2 =  R. 
2 2

Итак, в трапеции ABCD A D  = 2 R , АВ  -  ВС = CD  = R . Так как А Н  = — А В  , то ZABH=30°,

ZBAH=60°, ZABC=120°, Z B A O Z B C A = 30°. Далее, ZOAD=ZODA=60°-30°=30°.
Тогда (из треугольника AOD) ZAOD=120° и ZAOB=l 80о-120°=60°.
Для того, чтобы доказать, что окружность, описанная около трапеции ABCD, и окружность, 

описанная около треугольника ВОК, касаются внутренним образом в точке В, докажем, что касательные, 
проведенные к этим окружностям в точке В, совпадают. Пусть окружность, описанная около треугольника 
ВОК, пересекает отрезок АВ второй раз (кроме точки В) в точке F. Пусть ТВ касательная к окружности, 
описанной около трапеции ABCD. Тогда ZTBA=ZTBF=ZBDA=30°.

Четырехугольник FBOK вписанный и ZKOB=60°, тогда ZBFK=180°-ZKOB=120°. Далее из 
треугольника FBK имеем: ZBKF=1 80°-ZFB H -Z B FK =l 80°-30о~120о=30°.

Так как Z B K F ^Z T B F ^O 0, то прямая ТВ является также касательной к окружности, описанной 
около треугольника ВОК, откуда и следует утверждение задачи.

Что и требовалось доказать.
5. Доказательство:

Плоскостями, параллельными граням куба, разобьем куб на 27 одинаковых кубиков с ребром 8 
(каждое ребро при это будет разбито на 3 равные части). Тогда найдется хотя бы один кубик, в который 
попадуг не менее 5 комаров (стенки и вершины кубика будем считать частью кубика). В противном случае 
общее число комаров будет не более 2 7 - 4  = 108.  Рассмотрим шар, на поверхности которого лежат все 
вершины этого кубика. Легко видеть, центр этого шара будет находиться в точке пересечения диагоналей

8л/з
кубика и его радиус будет равен половине диагонали кубика с ребром 8, т.е. -- - - - = 4л/3 . Очевидно, что

выделенные 5 комаров будут находиться внутри такого шара или на его поверхности (в случае, если комар 

находится в вершине кубика). Поскольку 4л/з < 7 (в чем можно убедиться, возведя обе части неравенства

в квадрат), то увеличив радиус данного шара с 4л/3 см до 7 см, получим, что данные 5 комаров будут 
находиться внутри шара радиуса 7 см.

Что и требовалось доказать.
6. Решение

Перепишем равенства из условия в виде: а 2 + Ъ2 -  2 a b ^ — — j  = 132 , Ь2 + с 2 -  26с |^ -— j  = 14 2 , 

-2ас|--| = 152 или я2 + b 2-2a6-cosl2Cr = 1 3 2, b2 + с 2 - 2 b c -cosl20" = ] 4 2,
2 у

С 2 + с 2 - 2 f lk : - co s l2 0 o = 1 5 2 . Последние три равенства имеют следующую 
геометрическую интерпретацию (см. рисунок).

Площадь большого треугольника равна сумме площадей трех

меньших треугольников: — <r/6sinl20" + — be sin 120° + ~  ас sin 120° =
2 2 2

С— sin 120 ° (ab + bc + ас) = (ab + be + ac) = (ab + bc + a c ) .

другой стороны, как несложно подсчитать (например, с помощью формулы 
Герона), площадь треугольника со сторонами 13, 14, 15 равна 84. Таким

-Уз
образом, —̂ -(a b  + bc + ac)=  84.

Ответ: 84.


