
М атем атика 
X к л асс . Р еш ен и я .

Реш ения учащ ихся м огут отличаться от авторских!
1. Реш ение:
2019 = 1000 + 500 + 200 + 300 +19. Произведение чисел 1000, 500, 200. 300 делится на

10 000 000 000.
2. Реш ение:
При реш ении задачи удобно использовать следую щ ую известную теорему:
Пусть натуральное числи п имеет следующее разложение на простые м нож ит ем  

/7 = р ° '  ■ р-)°2 ’ . . . - р как, где pj, р 2, ... ,рК -  различные простые делители числа п. Тогда количестве 

делителей числа п (обозначается сКп)) выражается формулой d { n ) = ( а { + 1 ){а2 +  1 )...(cik + 1). Например  

24 =  2 3 • З 1, тогда d ( 24) = (3 + 1)(1 +  1) = 8. Действительно, число 24 имеет 8 делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 8 

12, 24.
Пусть п -  натуральное число, имею щ ее 48 делителей (из которых не более трех простых) и при эток 

кратное 2020. Заметим, что 202 0  = 2 2 -5 -101. Тогда требуемое число п имеет ровно три простых делител: 

(2. 5 и 101) и разложение числа п на простые множители имеет вид: 2 0 2 0  =  2° -5Ь - Ю Г  , где а >  2 .
Итак, имеем: (a  + ])(b + 1)(с + 1) =  4 8 , где а + 1 > 3 .  Заметим что (Ь + \ ) (с  + 1) > 2• 2 = 4 ,  тогд; 

а + 1 < 1 2 . С учетом этих требований рассмотрим различные способы представления числа 48 в вид 
произведения трех множителей (считаем, что порядок множителей имеет значение). Эти способь 
сгруппируем по возрастанию значений множителя а+\:  3, 4. 6, 8, 12.

1 )4 8  =  3 -1 6  = 3 -2 - 8  = 3 - 4 - 4  =  3 - 8 - 2  - 3  способа;

2) 48 = 4 -1 2  = 4- 2- 6 = 4- 3- 4 = 4- 4- 3 = 4- 6- 2 -  4 способа;

3) 48 = 6- 8 = 4- 2- 4 = 4- 4 - 2 -  2 способа;

4) 48 = 8- 6 = 8- 2- 3 = 8- 3- 2 -  2 способа;

5) 48 = 1 2 •4  = 12■ 2•2  -  1 способ.
Всего получаем 3+4+2+2+1 = 12 способов. Соответственно получаем 12 чисел, удовлетворяющи 

условию задачи.
Ответ: 12 чисел.
3. Реш ение:
В уравнение f ( x  -  у) = f  (л ) + f ( y )  -  2 у ( х  + 1) подставим х=у=0.

Получаем / ( 0 - 0 ) =  / ( 0 )  + / ( 0 )  -  2 • 0 - (0  + 1 ) ,  откуда / ( 0 ) = 0 .

Далее, в уравнение f ( x - y )  = f  ( х )  + f ( y ) - 2 y ( x  + \)  подставим х  вместо у:

f ( x  -  х )  = / (.V) + / ( х )  -  2 х ( х  + 1);

/ ( О )  = /  (х ) + f i x )  -  2 х ( х  + 1). С учетом того, что / ( 0 ) = 0 ,  имеем / ( х )  = х 2 + х  . Провер! 

показывает; что данная функция удовлетворяет исходному уравнению.

Отвеиг. f { x ) - x l j r x .  ---
в ^  •• '•

4. Решение:
Так как трапеция ABCD вписана в окружность, то AB=CD. / /

Пусть R -  радиус окружности. 'I игда В С  -  R  , A D  ~ 2 R  . Пусть /* д  
точка Р -  середина AD  и центр описанной окружности. Тогда / /
Р В — Р С —В С =R и высота ВН трапеции равна высоте I/ ^

R-J3 А\ ~ ~
равностороннего треугольника РВг со стороной R. В Н  — —-— .

Далее АН  = - - -  = ---, АВ = -Ja H 2 + В Н 2 = R.
2 2

Итак, в трапеции ABCD A D  = 2 R , А В  = В С  = C D  = R .



Так как А Н = - А 1 3 ,  то Z A B H =30°, ZBA I 1=60°, Z A B C = I2 0 ° , Z B A C =Z B C A =30°. Далее.
2

Z O A L )=Z O D A = 60o-3 0 °= 3 0 c\  Тогда (из треугольника AOD) Z A O D H 2 0 0 и Z A O B =180°-120°= 60°. 
Вписанны й ZA B D =90°, (опирается на диаметр AD), тогда Z K B O = Z A B D -Z A B H = 9 0 °-3 0 o=60°. В 
треугольнике КОВ имеются два угла по 60° (Z K O B  и ZKBO), следовательно, данны й треугольник -  
равносторонний.

В равнобедренном треугольнике ВОС ZB O C =120°, поэтому 130 = =  -^L . К О  = В О  =
V3 л/З л/з

В равнобедренном треугольнике AOD ZA O D =120°. поэтому А О  =  .
л/з л/з

Ш - J L - J L  
л/з л/з ~ J 3 '

А К -  А О  — К О  =  —j = -----рг = —— . По свойству секущ их,

R 2 R  2 2
A F  ■ А  В  = А К  ■ А О  , A F  ■ R = —=  ■ —== , A F  = — R  =  — А В , откуда легко получаем, что A F :F B = 2:1

-Уз л/з з з
Ответ: AF:FB=2:J.
5. Доказательство:
Разобьем стороны треугольника на 5 равных отрезков длиной 5 см. Через точки разбиения проведем 

прям ые, параллельш ° сторонам треугольника. В итоге исходный треугольник окажется разбитым на 25
что в каком-либо треугольнике окажется не менее 5 муравьев. В 

противно.*! случае, оощсе количество муравьев в исходном треугольнике муравьев на поле будет не более, 
чем 4 x 2 5  - 1 0 0  муравьев. О пиш ем около этого треугольника со стороной 5 см круг. Радиус этого круга 

5^3 5 л/з ,
оудем р а в е н ------ см ---------< 3  (в чем легко убедиться, возведя обе части неравенства в квадрат).

3 3
.. Очевидно, что указанные 5 муравьев будут находиться внутри такого круга или на его окружности (в

случае, если муравей находится в верш ине маленького треугольника). П оскольку —̂  < 3 (в чем можно
3

убедиться, возведя обе части неравенства в квадрат), то увеличив радиус данного круга с до 3 см,

получим, что данные 5 муравьев будут находиться внутри круга радиуса 3 см.
Что и требовалось доказать.
6. Доказательство:
Перепиш ем неравенство в виде:

а 2 + Ь2 -  2 аЬ\ — ) +  а 2 + с 2 -  2ас\ — —) > Ь2 + с 2 — 2Ьс\ -  ^
2У V V 2 )  V V 2у

i j a 2 + b 2 -  2ab  - cos 120° + J b 2 + с 2 - 2 b c - c o s \ 2 0 °  >л1ь2 + с 2 -  2bc cos\2(V

Введем обозначения: х  = -\1сг + b 2 -  2 ab ■ cos 120 ' , v = \Га2 - f с 2 -  2ас  ■ co sl 20 .

z = л1ь^ + с 2 ~-2hc • c o s ! 2 0 : .
Исходное неравенство имеет следую щ ую 

геометрическую  интерпретацию :
Согласно неравенству треугольника х  + у  > z  .
Что и требоваюсь доказать.



М атематика 
IX  к л асс . Р еш ен и я .

Решения учащихся могут отличаться от авторских!
1. Реш ение:
Например, число 735 имеет простые делители 7, 3 и 5, и других простых делителей у него

нет.
Ответ: 735.

2. Реш ение:
При решении задачи удобно использовать следующую известную теорему:

Пусть натуральное число п имеет следующее разлолсение на простыв множители 

п = р ,П| ■ р 2°2 - р к°к, где pj, р 2, ...,рК -  различные простые делители числа п. Тогда количество 

делителей числа п (обозначается d(n)) выражается формулой d{n) -  (а] + ])(а2 + ])...(«* + 1).

Например, 24 = 2 3 -31, тогда d(24) = (3 + 1)(1 +1) = 8. Действительно, число 24 имеет 8 
делителей: L 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

' Пусть п -  натуральное число, имеющее 24 делителя (из которых не более трех простых) и 
при этом кратное 2020. Заметим, что 2020 = 2 2 -5-101. Тогда требуемое число п имеет ровно три 
простых делителя (2, 5 и 101) и разложение числа п на простые множители имеет вид:
2020 = 2 ° -5А-Ю Г , где д > 2 .

Итак, имеем: {а + 1)(& + 1)(с + 1) = 24, где а +1 > 3. Заметим что (£ + 1)(с + 1) > 2-2 = 4 , тогда

<7 + 1 < 6 . С учетом этих требований рассмотрим различные способы представления числа 24 в 
виде произведения трех множителей (считаем, что порядок множителей имеет значение). Эти 
способы сгруппируем по возрастанию значений множителя а+1: 3, 4, 6.

1) 24 = 3- 8 = 3- 2- 4 = 3- 4- 2 -  2 способа;

2) 24 = 4- 6 = 4- 2- 3 = 4- 3- 2 -  2 способа;

3) 24 = 6 '4  = 6- 2- 2 - 1  способ.

Всего получаем 2+2+1=5 способов. Соответственно получаем 5 чисел, удовлетворяющих 
условию задачи.

От вет : 5 чисел .

3. Реш ение:
Запишем уравнение прямой в виде y  = kx + b. Подставим в это уравнение координаты точки 

А: 0 = 2019/с + 6 , откуда = —2019/с . Уравнение прямой примет вид у  ~ he -  2019/с . Абсциссы 

точек пересечения данной прямой с графиком функции у  -  х 1 будут являться корнями уравнения:

x J = kx -  2019к или ,v? -  kx + 2019/с = 0 . По теореме Виета х, + х2 = А, л,л'7 = 2019/с.
l i  as+.v, к 1

И м е е м : —  + —  = —------ L = ----------= --------- .
л- л-2 л-,*, 2019к 2019

О т вет : — 1—  .
2019

4. Реш ение:
Пусть АВ = ВС -  CD -  а . AD = 2а . ВН -  высота.

A D - В С  апроведенная из вершины В. 1 огда АН = ----- ------ = —.

Так как А Н -  — А В .  то ZABH=30°. ZBAH=60°,
2

Z A B 0 1 2 0 0. ZBAC=ZBCA=30°.



Далее, Z O A I> Z O D A = 60o-3 0 o=30°. Тогда (из треугольника AOD) Z A 0D =120o н 
ZA O B — 180°-120°=60°. В треугольнике BHD: Z H B D —90°—ZODA=60°. В треугольнике КОВ 
имеются два угла по 60° (ZKOB и ZKBO), следовательно, данный треугольник -  равносторонний, 
т.с. В О К О .

Из равнобедренного треугольника ВОС с углом ВОС равным 120°, несложно получить, что 

В О -Щ =  = -^=. Аналогично, из равнобедренного треугольника AOD с углом AOD равным 120°,
V 3 л/3

несложно получить, что АО  = . Далее, К О =ВО --у=  . АК=АО-КО = ~  — j= -  .
л/3 л/3 л/ 3 л/3 V 3 л/3

а 2а 2 2
По свойству секущих, имеем AF  • АВ = ЛЛГ • Л<9, • а = —рг • -j=  , AF = — a = — A B t откуда

V3 V3 3 3
легко получаем, что AF:FB=2:1.

От вет: AF:FB=2:J.
5. Д оказат ельст во:
Разобьем каждую сторону квадрата на 4 равных отрезка. Через точки разбиения проведем 

прямые, параллельные сторонам исходного квадрата. В итоге исходный квадрат окажется 
разбитым на 16 квадратиков, со сторонами в 4 раза меньшими сторон исходного квадрата. 
Заметим, что хотя бы в одном из квадратиков окажется не менее 10 муравьев (границы квадратика 
считаем «территорией» данного квадратика). В противном случае, общее количество муравьев в 
исходном квадрате будет не более, чем 16x9 = 144.

Наибольшее из расстояний между муравьями в таком квадратике не превысит диагонали 
1

этого квадратика, а это и есть — диагонали исходного квадрата.
4

Что и т ребовалось доказат ь.
6. Реш ение:
1-й способ. Подставим выражение для с2 в первые два равенства, а 2 + ab = 56 , h2 + ba = 42. 

а(а + b) = 56, b(b + а) = 42 . (1) Разделим соответственно правые и левые части равенств (1):

а(а + Ь) _ 56 а = 4k,b  = ЗкЛ  > 0 , тогда с 2 = cib = 4к ■ Ък = \2 к 2 . U k Y  + 12 к 7 = 56 ,
b(b  + a) 42 b 3

откуда к -  ■ л .

Тогда, а = 4 ^2 ,Ь  = Зл/2.с = 2\/б . Получаем ас + Ьс = 4%/2 • 2-Уб + Зл/2 • 2\/б = 28V3 .

Ответ: 28^3 .
2-й способ.
Дадим следующую геометрическую интерпретацию равенств из 

усл’овия задачи. Величину с примем высотой прямоугольного треугольника, 
величины а и b ~ проекции катетов на гипотенузу. Тогда равенства из 
условия задачи могут иметь следующую геометрическую интерпретацию 
(см. рисунок). Тогда выражение ас + be -  (а + b)c выражает удвоенную

площадь прямоугольного треугольника с катетами V56 и V? 2 , а значит 

равно произведению катетов, т.е. V56 ■ V42 = 28V3 .

Ответ: 28%/з .


